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ДИНАМІКА ПОВ'ЯЗАНИХ НЕЛІНІЙНИХ ОСЦИЛЯТОРІВ 

 

Існує широке коло різнорідних явищ і феноменів різної фізичної природи, які можна 

описати на основі сучасної теорії нелінійних динамічних систем [1-9]. Ряд властивостей цих 

систем, такі, як нестійкість, нелінійність, відкритість, дисипація, породжують режими існу-

вання і еволюції, властиві широкому класу складних систем. В першу чергу це хаотичні ре-

жими, які зараз прийнято вважати характерними етапами розвитку будь-якої досить складної 

нелінійної системи. 

Дана робота продовжує дослідження [10-14] динамічних моделей двох взаємодіючих 

систем. Властивостями таких систем є їх здатність демонструвати велике розмаїття динаміч-

них станів і переходів, а також можливість забезпечити ефективний вплив на характеристики 

формованих коливань за допомогою зміни параметрів. Таким чином, дослідження поведінки 

різноманітних структурних реалізацій систем і динамічних процесів є важливим завданням 

нелінійної динаміки. 

Вищевикладене визначило мету даної роботи: математичне моделювання та дослі-

дження динаміки пов'язаних нелінійних осциляторів за участю сил різної фізичної природи. 

Розглянемо електромеханічну систему із змінною індуктивністю [15], представлену на 

рис. 1. 

 
Рис. 1. Електромеханічна система із змінною індуктивністю 
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де L(x) - індуктивність котушки з сердечником, яка залежить від величини зазору між 

плитою маси m і сердечником, яка визначається зміщенням плити x, F(x,I)=(I/2) dФ/dx - пон-

деромоторна сила, що діє на плиту, Ф=b(x)I - магнітний потік.  

C достатньою точністю можна покласти dФ/dx=IdL/dx. 

При малих х індуктивність L(x) можна представити у вигляді полінома 
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Очевидно, що через залежність L від х коливання струму в електричному коливально-

му контурі можуть бути квазіперіодичними з основною частотою ω і квазіперіодом 2π/ν, де ν 

- частота коливань механічної частини системи (змінної х). 

Проведено чисельне моделювання даної системи при наступних параметрах: m=0.005, 

α=500, k1=8000, C0=620·10
-8

, U0=220, ω0=24π, R=5, a1=2, a2=0.5, a3=0.2, L0=10
-4

 при нульо-

вих початкових умовах. Результати моделювання наведені на рисунках 2-4. 

 

 
 

Рис. 2. Графік залежності координати х від часу при різних значеннях U0: Х1 

(U0=140), Х2 (U0=180), Х3 (U0=220), Х4 (U0=260),  

 

 
Рис. 3. Графік залежності сили струму І від часу при різних значеннях U0: І1 (U0=140), 

І2 (U0=180), І3 (U0=220), І4 (U0=260), 
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Рис. 4. Фазовий портрет, залежність швидкості v від координати х при U0=220 

 

З рисунків 2 і 4 видно, що приблизно через 0,05 с система переходить в сталий режим 

незалежно від значення змінного параметру. Також чисельний експеримент показав дуже не-

значну залежність сили струму від параметрів механічної частини системи. 

Розглянемо динаміку ємнісного датчика малих зсувів [15], представленого на рис. 5. 

 

 
Рис. 5. Ємнісний датчик малих зсувів 

 

Такий датчик являє собою конденсатор, одна з пластин якого з'єднана з тілом, змі-

щення якого потрібно виміряти. Конденсатор включений в ланцюг електричного коливаль-

ного контуру, що містить джерело змінної напруги. Відомо, що в деякому діапазоні частот ω 

при підвищенні напруги U0 вище критичної позначки виникають механічні автоколивання 

тіла маси m. 

Рівняння системи мають вигляд 
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Ω0=(L·C0)
-1/2 

- власна частота електричного коливального контуру при x=0,  

d0 - відстань між пластинами конденсатора при недеформованій пружині,  

m — маса кульки. 

Сила тяжіння між пластинами конденсатора 
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Було проведено обчислювальний експеримент для наступних параметрів:
5

1 1077,3

, 031,02
, C0=14,166·10

-12
, U0=220, ω=2·π·50, ν0=2·π·0.1, d0=0.001 при нульових початко-

вих умовах. Результати моделювання в середовищі Mathcad представлені на рисунках 6-9. 

 

 
Рис. 6. Закон руху кульки в залежності від її маси і власна частота електричного коли-

вального контуру: Х1(m=0.0035, Ω0=π·6·10
6
), Х2(m=0.0035, Ω0=2π·6·10

6
), Х3(m=0.004, 

Ω0=π·6·10
6
), Х4(m=0.004, Ω0=2π·6·10

6
) 

 

З графіка на рис. 6 видно, що амплітуда коливань зменшується при збільшенні маси 

кульки і власної частоти електричного коливального контуру. 

 

 
Рис. 7. Фазовий портрет, залежність швидкості кульки від її координати при: m=0.004, 

Ω0=2π·6·10
6
 

Розрахунки показують, що при заданих параметрах коливання кульки переходять в 
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стаціонарний режим за 0,1 с. 

 

 
Рис. 8. Закон зміни заряду конденсатора з часом в залежності від маси кульки і влас-

ної частоти електричного коливального контуру: Q1(m=0.0035, Ω0=2π·6·10
6
), Q2(m=0.004, 

Ω0=2π·6·10
6
) 

 

З рис. 8 наочно видно залежність між механічними і електричними параметрами. Змі-

на маси кульки на 12,5% призвело до істотної зміни залежності заряду від часу. 

 

 
Рис. 9. Фазовий портрет для заряду і сили струму при: m=0.004, Ω0=2π·6·10

6
 

 

Електричні коливання виглядають явно хаотично (рис. 9) на відміну від механічних 

коливань, які носять досить плавний характер. 

Розглянемо ще одну галузь використання електромеханічних аналогій Лагранжа-

Максвелла. Палеомагнітні дослідження показали, що магнітне поле Землі зазнає зміни на-

прямку (полярності) на зворотне. Протягом останніх сотень мільйонів років зміна напрямку 

відбувалася нерегулярним чином. Базовою моделлю в теорії земного динамо є чотиривимір-

на модель Рікітакі спарених динамо, запропонована в 1955 році [16-17], як показано на рис. 

10. У динамо з двома взаємопов'язаними дисками, ток з однієї котушки диска перетікає в ін-

шу і виробляє збудження другого диска, і навпаки. У певний момент система починає давати 

збої і показувати непередбачувану поведінку. Цю модель використовують для дослідження 

зв'язку великих вихорів магнітних полів в ядрі Землі і хаотичної інверсії геомагнітного поля 

Землі. 
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Рис. 10. Модель линамо Рікітакі 

 

Модель Рікітакі в порівнянні з однодисковою не тільки могла самозбуджуватися, але і 

при критичних значеннях параметрів могла перебувати в нестійкому стані, яке призводило 

до зміни як величини, так і напрямку вектора збуджуваного нею магнітного поля. При обер-

танні обох дисків з кутовими швидкостями ω1 і ω2 в магнітному полі В, напрямок вектора 

якого збігається з віссю обертання, в кожному з дисків виникає електрорушійна сила (е.р.с.) і 

струм, спрямовані від периферії до центру або від центру до периферії, в залежності від на-

прямку ω і В. Внаслідок цього в контурі А (рис. 10) потече струм, що порушується диском 1, 

який почне взаємодіяти з струмом в диску 2. І навпаки, струм в контурі Б почне взаємодіяти 

з струмом в диску 1. Така взаємодія призведе до перерозподілу як швидкостей ω1 і ω2, так і 

порушуваних струмів І1 та І2, а отже, і магнітних полів, створюваних кожним контуром. Так 

в цій моделі буде здійснюватися процес генерації і регенерації магнітного поля. Теорія цього 

модельного процесу, дана Т. Рікітакі, зводиться до вирішення рівнянь руху дисків і їх елект-

ромагнітного стану. Ці рівняння за законами механіки та електродинаміки можуть бути за-

писані у вигляді 
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де L1 і L2 - індуктивності дисків 1 і 2, а J1 і J2 - їх моменти інерції; M1,2 і M2,1 - взаємні 

індуктивності між контуром А і диском 2, контуром Б і диском 1 відповідно; R1 і R2 - опори 

контурів А і Б; Mω1 і Mω2- моменти обертання дисків, викликані зовнішніми силами.  

Вважаємо, що L1=L2=L, R1=R2=R, M1,2=M2,1=M, J1=J2=J, і Mω1=Mω2=Mω, і тоді в без-

розмірних змінних х1, х2, х3, х4 і τ: 
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система (3) з урахуванням тертя набуває вигляду: 
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де х1 і х2 - безрозмірні струми, х3 і х4 - безрозмірні кутові швидкості дисків, μ - коефі-

цієнт омічний дисипації, ν1 і ν2 - коефіцієнти тертя в дисках 1 і 2 відповідно. Помічаємо, що 

реальний час пов'язано з безрозмірним співвідношенням: 

,met      (6) 

де m  - механічний час, що дорівнює 

,
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це час, протягом якого диски розганяються до типового значення кутової швидкості 

,
M
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а τe — електромагнітний час, що дорівнює 

,
R

L
e      (9) 

це час, протягом якого зникнуть магнітні поля в разі зупинки дисків. 

Ставлення цих часів пов'язано c коефіцієнтом омічної дисипації: 
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що збігається з відношенням запасеної механічної енергії до запасеної електричної 

енергії. 

Проведемо комп'ютерне дослідження моделі Рікітакі. 

Даючи параметрам значення µ=1.1, ν1=0.0022, ν2=0.002, отримаємо графіки зміни 

параметрів, що представленні на рисунках 11-12. 
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Рис. 11. Типові криві, що описують еволюцію параметрів в часі: Di,0 – час; Di,1 і Di,2 – 

це безрозмірні струми х1 і х2; Di,3 і Di,4 -  це безрозмірні кутові швидкості х3 і х4 дисків 

 

 
 

а б 

Рис. 12. Проекції траєкторій у фазовому просторі на площини: а) х3-х1; б) х4-х2 

 

За рисунками 11-12 видно, що динамо Рікітаке здійснює стохастичні коливання і від-

носиться до дивних атракторів (таких як атрактор Лоренца, атрактор Пликіна, атрактор Росс-

лера та ін.). 

 

ВИСНОВКИ 

Динаміка складних систем різної природи і їх еволюція є одним із центральних напрям-

ків досліджень в нелінійної динаміки і пов'язаних міждисциплінарних областях науки. Наведе-

ні в роботі моделі і результати їх дослідження показують, що чисельне моделювання різних 

технічних пристроїв у вигляді пов'язаних нелінійних осциляторів демонструє складну динамі-

ку процесів. Моделі можна використовувати на етапі проектування технічних систем. Зокрема, 

можна рекомендувати використання розглянутих схем в комп'ютерних практикумах, а також 

при постановці експериментальних лабораторних робіт. Питання, пов'язані з виявленням різ-

них типів синхронізації в різноманітних системах пов'язаних нелінійних осциляторів, знахо-

дження особливих точок, умов переходу в різні режими, нелінійний резонанс, збудження ква-

зіперіодичних коливань і інші можуть скласти предмет окремого дослідження.  
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АНОТАЦІЯ / АННОТАЦИЯ / ANNOTATION 
Подлєсний С. В., Костіков О. А., Ерфорт Ю. О., Суботін О. В. Динаміка пов'язаних нелінійних ос-

циляторів. Вісник Донбаської державної машинобудівної академії. 2020. № 1 (48). 

У статті розглянуті нелінійні динамічні електромеханічні системи зі змінними індуктивністю і ємністю, 

а також динамо Т. Рікітакі. Ряд властивостей цих систем, такі як нестійкість, нелінійність, відкритість, дисипа-

ція, породжують режими існування і еволюції, властиві широкому класу складних систем. В першу чергу це 

хаотичні режими, які зараз прийнято вважати характерними етапами розвитку будь-якої досить складної нелі-

нійної системи. Такі системи демонструють велике розмаїття динамічних станів і переходів, а також можли-

вість забезпечити ефективний вплив на характеристики формованих коливань за допомогою зміни параметрів. 
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Розглянуті електромеханічні системи зі змінними індуктивністю і ємністю використовуються в електровимірю-

вальних приладах. Модель дводискового динамо Рікітаке не тільки могла самозбуджуватися, але і при критич-

них значеннях параметрів могла перебувати в нестійкому стані, яке призводило до зміни як величини, так і на-

прямку вектора збуджуваного нею магнітного поля і демонструє процес генерації і регенерації магнітного поля 

Землі і зміну магнітних полюсів. Для досліджуваних систем на основі електродинамічних аналогій Лагранжа-

Максвелла складені математичні моделі і проведено чисельні експерименти в системі Mathcad. Результати 

представлені у вигляді графіків і фазових портретів досліджуваних моделей. Отримані результати можуть бути 

використані при розробці технічних пристроїв, здатних демонструвати складну поведінку. У методичному пла-

ні пропонований матеріал цікавий для студентів і аспірантів, що спеціалізуються в області електромеханіки, в 

плані навчання принципам побудови та аналізу електромеханічних систем. 

Ключові слова: динамічні системи, нелінійні коливання, пов'язані осцилятори, нестійкість, моделі, електро-

механічні системи, динамо Рікітакі, електродинамічні аналогії, рівняння Лагранжа-Максвелла, біфуркації, хаос. 

 

Подлесный С. В., Костиков А. А., Ерфорт Ю. А., Субботин О. В. Динамика связанных нелинейных ос-

цилляторов. Вестник Донбасской государственной машиностроительной академии. 2020. № 1 (48). 
В статье рассмотрены нелинейные динамические электромеханические системы с переменными индук-

тивностью и емкостью, а также динамо Т. Рикитаки. Ряд свойств этих систем, такие как неустойчивость, нели-

нейность, открытость, диссипация, порождают режимы существования и эволюции, присущие широкому клас-

су сложных систем. В первую очередь это хаотические режимы, которые сейчас принято считать характерными 

этапами развития любой достаточно сложной нелинейной системы. Такие системы демонстрируют большое 

разнообразие динамических состояний и переходов, а также обеспечивают эффективное воздействие на харак-

теристики формируемых колебаний с помощью изменения параметров. Рассмотреные электромеханические 

системы с переменными индуктивностью и емкостью используются в электроизмерительных приборах. Модель 

двухдискового динамо Рикитаке не только могла самовозбуждаться, но и при критических значениях парамет-

ров могла находиться в неустойчивом состоянии, которое приводило к изменению как величины, так и направ-

ления вектора возбуждаемого ею магнитного поля и демонстрирует процесс генерации и регенерации магнит-

ного поля Земли и изменение магнитных полюсов. Для исследуемых систем на основе электродинамических 

аналогий Лагранжа-Максвелла составлены математические модели и проведены многочисленные эксперимен-

ты в системе Mathcad. Результаты представлены в виде графиков и фазовых портретов исследуемых моделей. 

Полученные результаты могут быть использованы при разработке технических устройств, способных демон-

стрировать сложное поведение. В методическом плане предлагаемый материал интересен для студентов и ас-

пирантов, специализирующихся в области электромеханики, в плане обучения принципам построения и анали-

за  электромеханических систем. 

Ключевые слова: динамические системы, нелинейные колебания, связанные осцилляторы, неустойчи-

вость, модели, электромеханические системы, динамо Рикитаки, электродинамические аналогии, уравнения 

Лагранжа-Максвелла, бифуркации, хаос. 
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The article considers nonlinear dynamic electromechanical systems with variable inductance and capacitance, 

as well as the dynamo T. Rikitaki. A number of properties of these systems, such as instability, nonlinearity, openness, 

dissipation, give rise to the modes of existence and evolution inherent in a wide class of complex systems. First of all, 

these are chaotic regimes, which are now considered to be characteristic stages of development of any rather complex 

nonlinear system. Such systems demonstrate a wide variety of dynamic states and transitions, and also provide an 

effective impact on the characteristics of the generated oscillations by changing the parameters. The considered 

electromechanical systems with variable inductance and capacitance are used in electrical measuring instruments. The 

Rikitake model of a double-disk dynamo could not only self-excite, but even at critical values of the parameters could 

be in an unstable state, which led to a change in both the magnitude and direction of the magnetic field excited by it and 

demonstrates the process of generation and regeneration of the Earth's magnetic field and a change in magnetic poles. 

For the systems under study, based on the Lagrange-Maxwell electrodynamic analogies, mathematical models have 

been compiled and numerous experiments have been conducted in the Mathcad system. The results are presented in the 

form of graphs and phase portraits of the studied models. The results can be used in the development of technical 

devices that can demonstrate complex behavior. In methodological terms, the proposed material is interesting for 

students and graduate students specializing in the field of electromechanics, in terms of teaching the principles of 

construction and analysis of electromechanical systems. 

Keywords: dynamical systems, nonlinear oscillations, coupled oscillators, instability, models, electromechanical 

systems, Rikitaki dynamo, electrodynamic analogies, Lagrange-Maxwell equations, bifurcations, chaos. 
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